—

= o -
| XV. BIPEREHCIALM( PodET

6.1 Definice limity

y=hx)

0 X1 X JC32

‘1l

Obr. 6.3

Ay Vlastni limita ve vlastnim bodé
Na obr. 6.1 jsme si ukdzali pfiklad funkce £, kterd m4 tu vlastnost, %e kdyZ se x ptiblizuje
k ¢islu 2, hodnoty f (x) se pfibliZujf k &fslu 3. Tato situace Je popséna v ndsledujici definici
a podrobnéji zndzornéna na obr. 6.4.
Beﬁnﬁcgﬁﬁ.l. Rekneme, Ze funkce f_ng,d vbodéxg € RTlimifu A & R,j?Stliiaa kazdému |
¢ € R* existuje § € R* takové, Ze pro viechna x € (xo — 8, xg + 8), x # xp, plati ‘
f(x) € (A—¢g, A+ ¢). PiSeme:

\ lim f(x) = A. \
X—Xq

Symbolicky zapsano:
Im fx) =4 &
X—X0

(Vee RT38 e RYVx € (x0— 8, x0 + 8) ~ {x0}: f) € (A—¢g A+e).
[O~Al < &
Objasné€me si smysl pfedchozi definice: Zvolime libovolny (libovolng iizky) pds o §ifce 2¢
kolem pfimky y = A. K nému musime umét najit interval (xg — 8, xo+§8) o §fice 28 kolem
bodu xg tak, aby graf funkce f na mno¥ing& (x0 — 8, x0+ 8) ~ {x0} leZel cely ve zvoleném
pasu. Ziejme &islo 8 > 0 zvolené v obr. 6.4 bychom mohli jeSt€ ponékud zvé&tsit.

Poznamka 6.2. Pismena ¢ a § jsou pouZita z tradi€nich historickych diivodi.

fb)‘ Nevlastni limita ve vlastnim bodé
Na obr. 6.3 jsme si ukézali piiklad funkce %, kierd m4 tu vlastnost, %e kdyZ se x pfi-

bliZuje k ¢&islu 2, hodnoty #(x) se neomezen& zveétSuji. Pfesné je tato vlastnost popsdna
v nésledujici definici a zndzornéna na obr. 6.5 a).
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#%
)
=4 _._.f_',,' N

A+ &

Obr. 6.4

Definice 6.3. Rekneme, Zefunkce f md v bodé xo € R limitu + oo, jestlize ke kazdému
islu M € R existuje § € Rt takové, %e pro viechna x € (xg — 8, xg + 8), x # xg, plati
f(x) > M. PiSeme: |
lim f(x)= +o0.

X—>X0

Symbolicky zapséno:

lim f(x) =+00 <

X—=Xn

(VMeR3IseRTVxe(xo—8,x+8) ~{x}: f(x)>M).

Tedy ke kaZzdému redlnému ¢islu M musime umét najit interval (xo — J, xo + 8) tak, aby
graf funkce f na mnoZin€ (xp — 8, xo + 8) . {xo} leZel cely nad pfimkou y = M, tj. nad
rovnobéZzkou s osou x ve vySce M.

Obdobné definujeme x]—i+r20 f(x) = —oo. (Pouze nerovnost f(x) > M zménime na

f(x) < M)—viz obr. 6.5 b).

Vlastni limita v nevlastnim bodé

P

Zabyvejme se nyni pfipadem, kdy se x bliZzi k +00 nebo —oo (vzdaluje se neomezené
vpravo nebo vlevo) a hodnoty f (x) se bliZi ke kone¢nému &islu. Situace je zndzornéna na
obr. 6.5¢)a 6.5 d).

j:)e@mcg,;6.4. Rekneme, %efunkce f md v +-00i(nebo podrobnéji pro x jdouci do +00)|
limitu A € R, jestlize ke ka?dému &islu ¢ € R existuje &islo K € R takové, e pro|

Py

vSechna redlnd ¢islax > K plati f(x) € (A —¢&, A + ¢). PlSeme:

i 1) =
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Obr. 6.5
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.))

2

Symbolicky zapsino:
lim fx)=A <%
X—> 400
(VeeR*IK eRVxeR,x>K: f(x)e(A—e A+e).

To znamen4, Ze 1ze najit hodnotu K takovou, aby pro kaZdé x > K leZel graf funkce f
uvnitf pasu o ¥ffce 2¢, ktery je sestrojen kolem piimky y = A (&islo K by bylo moZné
v obrézku 6.5 c) zvolit pon€kud mens).

Obdobné deﬁnujemexﬂr_poo f(x) = A (pouzenerovnostx > K se v pfedchozidefinici

zméni na x < K) — viz obr. 6.5 d).

Nevlastnf limita v nevlastnim bodé

Py

Nakonec si viimneme piipadu, kdy se x bliZi k +00 nebo —oo (vzdaluje se neomezené
vpravo nebo vlevo) a hodnoty f(x) se neomezené zv&tSuji popf. zmenSuji (limita je
+00). Uvedeme pFesnou definici pouze jedné varianty (ostatni dostaneme jednoduchymi
obménami) a situaci budeme ilustrovat obrézky.

Definicg 6.5. Rekneme, Ze[funkce f md v +00i(nebo podrobnéji pro x jdouci do +o00 )|
Timitu +-od, jestlize ke kazdému &fslu M € R existuje &islo K € R takové, Ze pro viechna
redlnd x > K plati f(x) > M. PiSeme:

lim f(x)= +oco.
xX—>—+00

Symbolicky zapsano:
lim f(x)=4+00 & (VMecRIKeRVxeR,x>K: f(x)>M).
x—+400

Situaci popsanou v definici ilustruje obr. 6.6 a). Obrézky 6.6 b) aZ 6.6 d) ilustruj{ zbyvajici
moZnosti (v definici se zm&ni nerovnostx > K nax < K nebo f(x) > M na f(x) < M).

A ! ; e, — [y
Obudstniy e .gm%ﬂ’(fhw ) Jaof()=~0 ) B fic)+eo
Souhrnna definice limity
V pfedchozich odstavcich jsme si popsali vSechny moZnosti, které v pi{pad€ existence
limity mohou nastat. Mluvili jsme o nésledujicich pfipadech (xo, A € R):

vlastni limita ve vlastnim bodé lim f(x) = A4,
X—>XQ

nevlastni limita ve vlastnim bodé lim f(x) = o0,
X—>X0

vlastnf limita v nevlastnim bodé lim f(x)=A,
x—>Zo0

nevlastni limita v nevlastnim bodé lim f(x) = +o0.
x—%oo

(e
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X — 400
a) lim f(x)=+oc0 b) im f(x)=+o0
X—4-00 *—=>—00
Y X — 400 X —> —00 Y
K K
i > f
0 | * | o,
{ l /y= Jx)
I |
| |
Mr————— | —— ] -M
| |
y—> oo | |
! y=f® !
) i, /) = oo D lim, 70 = —o0

Obr. 6.6

O limité ve viastnim bodé mluvime tehdy, kdyZ se x se pfibliZuje ke kone&nému &islu, a
0 limité v nevlastnim bodé, kdy? se x blii k 400 nebo k —oo. Obdobn& mluvime o vigstni
limité, pokud je limita rovna konenému &islu, a o nevigstni limité, pokud je limita rovna

+00 nebo —oc.

Pokusme se nyni vyslovit definici limity, v ni# budou zahrnuty vSechny uvedené
varianty. Abychom mohli danou situaci popsat, budeme potfebovat pojem okoli bodu.
Obecné nds budou zajimat jednak p¥ipady, kdy se piibliZujeme k n&jakému vlastnimu
bodu xo € R, ale také piipady, kdy se budeme p¥ibli¥ovat k nevlastnim bodiim oo,
Zavedme proto pojem okoli bodu pro vlastni i nevlastni body.

5 |
% [ _‘::'_,! [



156

Limita a spojitost funkce

Definice 6.6. . l
i) (Okolfm bodu xy € R (podrobnéji §-okolim bodu xp) rozumime otevieny interval
(xo — &, xo + 8), kde § je kladné realné Cislo. Znacime je & (xg).

ii) Okolim bodu +o0c rozumime kaZdy interval (k, +-00), kde k¥ € R. Zna¢fme je

O (+00).

iii) Okolim bodu —o¢ rozumime kaZdy interval (—oo, k), kde k € R. Zna&ime je
O (—00).

iv) Prstencovym okolim bodu xy € R* rozumime mnoZinu & (xo) ~ {xo}. Znatime je

' s - [ [ 5 A ;
& (x0). : RUi-0,400) ~ sesed i -m-ml':.'zn_.ﬂ;c:'z;’-%’l_s’.zﬂ;

Poznamka 6.7.

1. Pokud je pro nas dileZitd konkrétni velikost okoli bodu xy € R, pi¥eme misto & (xp)
podrobnéji T(xg). Obdobné pro prstencové okoli.

. Je-lixg € R, pak x € Os(xp) (tj. x € (xo — 8, x0 + &), tj. x0 — & < x < xo + 8), pravé
kdyZ [x — xo| < 6.

3.Je-li x9 € R, pak x € PFs(xp) (. x € (xo — 8,x9 + 8) ~ {x0}, tj. kdyZ plati

x € (xo — 6, x0) U (xg, x0 + 8)), prave kdyZ 0 < |x — xp| < 8.
4. Je-li xg € R, pak délka intervalu Oj(xp) je 26.

[ a]

x0:|—6 xl() x0—3

Obr. 6.7

Lh

. Plati &'(+00) = P (+00) a O(—00) = P (—00).

Nyni uvedme souhrnnou definici limity.

Definice; 6.8. Rekneme, Zc. funkce f md v bodé xy € R* limitu A € R* jestliie ke
kaZdému okoli &'(A) bodu A existuje prstencové okoli &2 (xg) bodu xq takové, Ze pro
vSechna x € #(xg) plati f(x) € O(A). PiSeme:

xX—Xg

! lim f(x) = A.

Symbolicky zapséno:

lim f(x)=A <& (VO(A)IP(x)Vx € P(xo) : f(x) € O(A)).

X—>X0
Poznamka 6.9.
1. Existuje-li limita lim f(x), znamend to, Ze existuje prstencové okoli #(xp) bodu xg,
X—>X0
ve kterém je funkce f definovéna.

T

Er Wt
P

= l ,L"f., J



0. Definice limity

2. Limita ndm nic nefikd o tom, jak se funkce chovd pfimo v bodé€ x¢. Tedy z existence
limity nepoznéme, zda je funkce v bodg x definovina, ¢i nikoliv. Jinymi slovy, limita
funkce f v bod& xp nezavisi na funk&ni hodnots v bodé Xp-

¥) Jednostranné limity

JestliZe v definici limity funkce f ve vlastnim bodg Xp € R vezmeme v Gvahu jen body
leZici vlevo od xo, tj. x € (xg — 8, x0), dostaneme limitu zleva (obr. 6.8 a)):

lim f(x) = A.

x—)xo'

Podobné kdy? vezmeme v dvahu jen body leZici vpravo od xp € R, tj. x € (x0, X9 + ),
dostaneme limitu zprava (obr. 6.8 b)):

lim+ f(x)=A.

x—>x0

Obr. 6.8

Témto limitdm fikdme jednostranné limity. D¥ive ne? uvedeme jejich pfesnou definici,
je tfeba zavést levé a pravé prstencové okoli bodu xo:

Definice 6.10. ‘
i) Levyim prstencovym okolim bodu xg € R rozumime interval (x0 — &, xg), kde 8 je‘
kladné redlné &islo. Znatime je P (x). ‘

ii) Pravym prstencovym okolim body xo € R rozumime interval (x0, xo + 8), kde & je

‘ kladné redlné &islo. Zna&ime je 2+ (x). ‘

58l |
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réom

| Definice 6.11.

' i) Rekneme, %e [fusikce f md v bodé xo € R limitu zleva rovnu A € R*, jestlize
ke kazdému okoli &(A) bodu A existuje levé prstencové okoli &~ (xg) bodu xg
takové, Ze pro vSechna x € &~ (xp) plati f(x) € &(A). PiSeme:

lim f(x)= A.

x—>x0_

ii) Rekneme, Ze funkce f md v bodé xy € R limitu zprava rovnu A € R*, jestlize
ke ka?dému okoli &'(A) bodu A existuje pravé prstencové okoli Z?7 (xp) bodu xg
takové, Ze pro vSechna x € P*(xp) plati f(x) € #(A). Piseme:

lim f(x) = A.
x—xg

Pozniamka 6.12. Je-li xg € R, pak lze mluvit jednak o limit¢ zprava, kdy vySetfujeme
viechna x € £t (xp), jednak o limité zleva, kdy vySetfujeme viechna x € £~ (x), a
kone¢né o limité, kdy vySetfujeme v8echna x € £ (xp).

Je-li xgp = 400, pak mluvime pouze o limitg, nebot’ F(+o00) = (k, +00), k € R. To
znamen4, Ze okolf bodu +o0 je vlastné ,.levé prstencové okoli“ bodu +o0¢ a jiné ani nelze
uvaZovat. Analogicky pro bod xp = —00.

6.2

Nyni si uvedeme ve vétach nékolik zakladnich vlastnosti limit.

1.4.
Véta 6.13. Nechr xo € R, A € R*. Limita v bodé xq existuje prdvé tehdy, kdyZ v tomto

bodé existuji obé jednostranné limity a jsou stejné. Zapsdno symbolicky:

lim fx)=A ¢ (lim f(x)= lim f(x)=A).
X—>x0 x—>x(')F x—=xy

Y

Tvrzeni véty pouZivame k vypoctu limity funkce v bodé€ xg, kter4 je dana riznymi
predpisy pro x > xg a x < x¢. Ddle ji vyuZivame k diikazu faktu, Ze limita dané funkce
v bod€ x¢ neexistuje. JestliZe totiZ nckterd z jednostrannych limit neexistuje, nebo obg
existuji, ale jsou navzijem rizné, pak limita neexistuje. Napf. na obr. 6.9 je nacrtnut graf
funkce g, pro kterou plati

lim g(x) =—1, lim g(x) =1, atedy lim g(x) neexistuje.
x—0— x—0t x—0
d.2.

Véta 6.14. Funkce f md v bodé xy € R* nejvyse jednu limitu.

- {k
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Véta 6.16. Nechf xq € R*, “A € R* a funkce f je definovina na ne’jakgm prstencovém
okoli 22 (xp) bodu xo Pak hm Jfx) = A, prdvé kdy? pro kaZdou posloupnost (x,)

takovou, Ze pro kazde ne N je xn € H(xp), plati

,v
&
S

~ lim x, =x¢ = hm flxp) =A
n—o0

Kdybychom dokazovali v§echny véty o limitdch, pak by ndm Heineho definice li-
m1ty {imoznila jednoduse tyto véty dokdzat na zdklad& dfive uvedenych vét o limitdch

posloupnostl

Nyni si uvedeme vétu dileZitou pro konkrétni poéitan{ limit funkci. Pomoci této véty
budeme schopni ze znalosti limit dvou funkci f a g ur€it limitu jejich souctu, rozdilu,
soucinu a podilu.

Véta 6.17. Necht xg € R* a nech? existuji lim f(x) a lim g(x). Pak plati:
X—>Xp X=>X0

do §5
i 1) lim [f(x) :l:g(x)] = lim f(x)&* limog(x),
X—>Xg xX—>Xx0 X=X

V
2) lim f(x)g(x)= lim f(x)- lim g(x),
X—>Xxq . XX X—>X0
. foy | m )
) lim . s
= gl lim g

4 lim |f()] = Jim fCo)

Jsou-li definovdny pravé strany vyse uvedenych rovnosti.

Véta fik4, Ze limita souctu (rozdilu, soucinu, podilu) je rovna souétu (rozdilu, soucinu,
podilu) limit, pokud maji vyrazy na pravych stranich rovnosti smysl. Pfedpoklad smys-
luplnosti vyrazi na pravych strandch rovnosti je velmi dileZity pfedev§im pro pocitdni
s nevlastnimi limitami. Je tfeba znét, které operace s 00 jsou definovany a které nikoliv.
Podrobnéji se k tomu vratime v oddile vénovanému vypoctu limit.

Abychom mohli pfedchozi vétu vyuZit k vypoctu limit, musime znét limity jednotli-
vych funkci. V nasledujicim oddilu (o spojitosti) si ukdZeme, jak 1ze v nékterych pfipadech
urdit limity elementdrnich funkci.

g

Pomoci limity funkce v bodé budeme definovat spojitost funkce v bodg.

Definice 6.18. Rekneme, Je funkce, f je spojitd v bodélxy € R, jestlize plati

xliggo fx) = f(xo).
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Poznamka 6.19.

1. Je-li f spojitd v bod€ xg, pak
a) existuje vlastni (kone¢nd) limita funkce f v bodé xy,
b) funkce f je definovand v bodé€ xo, tj. existuje f(xp),

¥ W

¢) tato dvé &isla jsou si rovna.
2. Plati-li rovnost uvedend v definici jen pro n€kterou jednostrannou limitu, mluvime
0 spojitosti zprava, resp. o spojitosti zleva v bod€ xg.
3. Volng feCeno, spojitost v bod€ xp znamend, Ze f(xp) je praveé to &islo, k némuZ se
hodnoty funkce na okoli bodu xq pFibliZuji.

Z véty 6.17 dostavame, Ze soucet, rozdil, soucin a podil (pokud je definovan) funkci
spojitych v bod€ jsou funkce spojité v témZe bodé.

| Véta 6.20. Nechr funkce f a g jsou spojité v bodé xp € R. Pakifunkce f X ga f-g
Jjsou spojité v bodé x. Je-li navic g(xg) # 0, je i funkce }5 spojitd v bodé xy.

Dile 1ze ukazat, Ze sloZenim spojitych funkci vznikne opét spojitd funkce.

[Véta 6.21. Necht funkce f je spojitd v bodé xo € R a necht funkce g je spojitd v bodé
f (x0). Pak funkce g o f je spojitd v bodé x.

Vime-li, Ze je funkce f spojitd v bod€ xo, pak se lim f(x) pocitd velice snadno,
X—> X0

nebot’je to vlastn€ pfimo funkénf hodnota f(xp). Proto je diileZité znat co nejvice pfikladi
spojitych funkci. Lze dokézat nésledujici tvrzeni.

Weta 6.22. Necht f je zdkladni elementdrni funkce a necht xy je vnitinim bodem defi- |
ni¢ntho oboru D(f). Pak funkce f je spojitd bodé x.

Poznamenejme, Ze bod xg je vnitinim bodem D(f) pravé tehdy, kdyZ existuje okoli
€ '(x0) bodu x takové, Ze plati: & (xg) C D(f).

Dile pfipometime, Ze zdkladnimi element4rnimi funkcemi nazyvédme funkce exponen-
cidlni a logaritmické, mocninné, goniometrické a cyklometrické, hyperbolické a hyperbo-
lometrické.

Z vét 6.20, 6.21 a 6.22 okamZité plyne, Ze vSechny elementirni funkce (funkce,
které 1ze vytvofit ze zdkladnich elementdrnich funkci pomoci kone¢ného poétu operaci
s¢itani, od¢itani, ndsobeni, délen{ a sklddani funkci) jsou spojité ve vSech vnitfnich bodech
defini¢niho oboru (v krajnich bodech jde o jednostrannou spojitost).

Poznamka 6.23. Necht xo € R a necht’je funkce f definovana v n¢jakém prstencovém

okoli &?(xp) bodu x¢. Pak z hlediska spojitosti funkce v bod€ mohou nastat nasledujici

pfipady. .

1. Funkce f je v bod€ x¢ spojitd. To znamend, Ze limita existuje (xli)n;() f(x) = L), funkce
je v bodé€ x( definovdna (f(xg) = A) aplati L = A.

N
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6.3 Spajitost

Reseni.

a) Jedna se o elementérn{ funkci, pficemZ D(f) = R ~\ {—2, 1, 2}. Funkce je spojitd ve
vSech bodech x € D(f), nebot' kazdy bod x € D(f) je vnitinim bodem D(f). Tedy
funkce f nenf spojitd v bodech x1 = —2, x; = 1, x3 = 2, v nichZ neni definovéna.

b) Funkce signum (viz str. 41) neni spojitd v bod€ xg = 0. Obé jednostranné limity existuji,
ale jsou navzijem riizné:

li =1, li =—1.
Jm s@ =1, iy 1)

Jedna se o nespojitost prvniho druhu.
c) Dirichletova funkce (viz str. 42) neni spojitd v Zddném bodé xy € R. V Z4dném bod&
neexistuje ani jedna jednostrannd limita. Jednd se o nespojitost druhého druhu. A

V definici 6.18 jsme zavedli pojem spojitosti funkce v bod€. Na zdklad& této lok4ln{
vlastnosti nyni definujeme globdlni vlastnost — spojitost na intervalu.

‘fljeﬁlﬁc@ 6.25. Rekneme, ze'funkeé! f fje spojitd na intervalwJ C R, plati-li

1) f je spojitd v kazdém vnitfnim bodé intervalu J,

i1) patii-li pocétecni (resp. koncovy) bod intervalu J k tomuto intervalu, je v ném funkce
| [ spojita zprava (resp. zleva).

Poznamka 6.26. Funkce definovand na intervalu {(a, b) se nazyva po cdstech spojitd, je-li
na (a, b) spojitd nejvyse s vyjimkou kone¢ného poctu bodil nespojitosti prvniho druhu —
viz obr. 6.11. Tyto funkce maji znany prakticky vyznam v nékterych dileZitych partiich
matematiky pouZivanych v aplikacich, jako jsou napt. Fourierovy! fady nebo Laplaceova?
transformace.

0O a X1 X7 b x

Obr. 6.11

! Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768—1830) (&ti furje) — vyznamny francouzsky matematik, jeden ze
zakladateli matematické fyziky.

ZPierre Simon Laplace (1749-1827) (¢ti laplas) — v¥znamny francouzsky matematik, fyzik a astronom.
Zabyval se parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi a teorif pravdépodobnosti.
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6.4 Limity zakladnich elementarnich funkei -

V této kapitole si ukdZeme, jak pocitat limity zdkladnich elementdrnich funkci v bod€ xo.
Pfipomeiime, Ze mezi zdkladni elementdrni funkce patii funkce exponenciaini, logarit-
mické, mocninné, goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické. Bu-
deme pfitom rozliSovat dva pfipady — limity funkci spojitych v bod€ x¢ a limity funkci,
které v bod€ xp nejsou spojité.

Limity funkei spojitych v bodé

V predchozi ¢4sti o spojitosti jsme si fekli, Ze pokud vime, Ze je funkce f spojita v bodé xo,

pak lim f(x) spo&itdme velice snadno, nebot je to vlastné pfimo funk¢ni hodnota f (xo).
X—>X0

PFiklad 6.27. Vypoctéte ndsledujici limity.

a) lim sinx, b) lim arctgx, c) lime*.
x—0 x—>1 x—0

Reseni. K vypodtu vyuZijeme spojitost pfisluinych funkci. Plati:

a) lim sinx = sin(0 = 0,
x—0

3

N

b) lim arctgx = arctg1 =
x—1

¢) lime* =el = 1.
)x1—>0 A

Limity v nevlastnich bodech a v bodech, v nichZ neni funkce definovana

mentérnich funkci v nevlastnich bodech a v bodech, v nichZ nejsou funkce definovany.
Jejich odvozeni 1ze provést pfimo z definice — viz nésledujici piiklad.

Piiklad 6.28. DokaZte, Ze plati

) o1
lim — = 400, Iim -~ = —oc0.
x—=0t X x—=0" X

Reseni. Nejprve dokdZeme ]in(;l+ % = +00. Podle definice limity musi ke kazdému okol{
x—

&' (+00) bodu +o00 .existovat pravé prstencové okoli &?*(0) bodu nula tak, Ze pro kazdé
x € 2+(0) plati 1 € €(+00). Neboli

1
Vke RIS eRTVxe (0,8): — > k.
x »

To znamen4, e ke kaZdému k hledame § takové, Ze pro kaZzdé x z pravého 8-okoli bodu
nula bude 1 v&ti ne k.

L
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Pfitom, je-li k < 0, pak miZeme vzit § € R* libovoln&, nebot pro Vx € (0, §) plati
; > k (kladné Cislo j Je vidy vetSi neZ zdporné, pfip. nula). V piipadg, Ze je k > 0, pak
miZeme zvoht 6= Pak pro Vx € (0,4) plat1 = > k (zdivodnéni: x € (0, §) = (0, k)
tedy x < 7(—, a proto — > k). Dokdzali jsme tedy, Ze ke kaZdému k existuje & takové, Ze

pro kazdé x z praveho d-okoli bodu nula bude = VEt8i nez k.
Analoglcky dokdZeme druhou limitu. Poznamenqme Ze z piedchozich vysledkt
plyne, Ze 111‘1’(1) - neexistuje (]ednostranne limity se nerovnaji).

Grafem funkce f: y = ; je rovnoosd hyperbola — viz obr. 6.12. Pomoci grafu funkce

si Ize pfislusné limity jednoduse zapamatovat.

A

Obdobné jako v pfedchozim piikladé 1ze dokdzat nésledujici limity zakladnich ele-
mentérnich funkci. Lehce si je zapamatujete, zndte-1i grafy pfisluinych funkei.

lim a* =400, a > 1,
x— 400

lim a*=0,0<a <1,
x40

lim Inx = +o0,
X=>-+00

1A
lim arctgx = —,
x—> 400 J 2

lim arccotgx =0,
X——+00

lim x* = +4oopros > 0,
x— 400

lim x* =0pros <0,
X—> 400

lim a* =0, a > 1,
X—=—0

Iim a*=+400, 0<ax<l,
X—=>~—00

Iim Inx = —o0,

x—=0+

1 ct T
lim arctgx = ——,
—00 g 2

lim arccotgx = m,
X—>—0C

lim x* =0pros >0,
x—=0t

lim x* = 4oopros < 0.
x—=0t
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6.5 Limity elementarnich funkci

V této kapitole si ukdZeme, jak pocitat limity elementdrnich funkci v bodé& xg. Pfipo-
meiime, Ze elementdrnimi funkcemi rozumime funkce, které Ize vytvofit ze zédkladnich
elementdrnich funkci pomoci kone¢ného podtu operaci s¢itani, od&itani, nasobeni, déleni
a skladani funkci.

Limity funkci spojitych v bodé

Vime, Ze elementédrni funkce jsou spojité ve viech vniténich bodech svych defini¢nich
obort. Jejich limity v té€chto v bodech tedy vypoéteme prostym dosazenim.

Piiklad 6.29. Vypoctéte nasledujici limity.

334+ x%2 —2x + 11
a) lim(Inx + x2 + 3), b lim X AL ¢ lim 2%
x—>1 x——1 x+x+1 =T X
/ x e* + 2¥sinx
d & cosx 4tg —, e) lim li t
) xgr% \/x * g2 ) x—>0 In(14+x)+ (x + 1)COSx D xfi" L.

ReSeni. K vypoctu vyuZijeme spojitost pifsluSnych funkci. Plati:
a) liml(lnx—l—x2+3) =Inl+1+4+3=4,

X—>
3 +x2—2x+ 11 -3+ 1+2411

b) lim

o2 xlgx 4l T 1=141 ’
., COSX COST
¢) lim = = ——,
X% X TT T
d) hrn xcosx+tg——v—cosz+tg &/— 0+1=1,
x—>2
) lim e* 4+ 2¥sinx e? + 2%sin0 _1L+1-0 _1
e
x—>01n(1+x)+(x+1)cosx " Inl4+1-cosO O+1-1 ’
f) lim xt t“ Ta=Z
im x = — —=—-1=—.
i BEERYTY 4 A

Pravé jsme si ukézali, jak lze vyuZit spojitosti elementdrnich funkci k vypodtu limit
v bodech xg € D(f).

Pfi vypoétu limit postupujeme vZdy tak, Ze nejprve zkusime ,,dosadit”. Pokud nam
vyjde smysluplny vysledek, pak jsme hotovi. V pfipadég, Ze poditame limitu v nevlastnim
bod€ nebo v bodg, kde neni funkce definovana, pak mZeme vyuZit ddle uvedenych vé&t.

idaleh }vﬁ‘ﬁe:"‘

~A);7' éta 6 17 o limité souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkci

V&ta 6.17, kterd byla jiz uvedena, ¥ik4, Ze limita souétu (rozdilu, soudinu, podilu) je rovna
souctu (rozdilu, soucinu, podilu) jednotlivych limit, ma-li pfislusn4 prav4 strana rovnosti
smysl.

AL A {0
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Poznamka 6.30.
1. 'V této chvili je tfeba si zopakovat po&itdni s +o00 a —oo (viz str. 21). Z hlediska
konkrétniho vypoctu limit je pro nds predeviim ddileZitd operace
M S 0 pro x € R.
+oo  —oo
2. Déle je nutné znit vyrazy, které nejsou definoviny. Vzhledem k déleZitosti si je znovu
pfipomeneme (pouZijeme jiZ struén&jitho zépisu neZ na str. 21).
| A +
| 0—00, 0-(£c0), =(AeRY), =2
L = x|
Pfitom je tfeba si uvédomit, Ze do pfipadu % (A € R*) spadaji tyto moZnosti: 8, ig—",
%a%,kdeAeﬂ]fa\{O}. ——
Tea@ld Adnersy % Cec,0-00,0° 0% 4% (0
3V p‘r’fpa&g’,wi? 1ing’ m) =0a lim /g(xf = 0, budeme fikat, 7e lim L&) Je limita
q X—=Xg x—>Xp x—xp &) £
P4 Fii & 7 i = 1 . fik 7 1 %4
typu . V pfipadé, Ze xlin;o f(x) ==o00 axILn}O g(x) = o0, budeme ¥ikat, 7e x]gxgo 6]
Jje limita typu ;E% Obdobné pro ostatni pfipady.
K vypoctu limit typu % a %:% vyuZivame nejast&ji tzv. I’Hospitalovo pravidlo, se kte-
rym se sezndmime pozdgji (viz str. 233). Limity vétSiny dalSich nedefinovanych vyrazi
Ize na limity typu g a % pfevést a opét pouZit I'Hospitalovo pravidlo. V nékterych
pfipadech vSak lze limity tohoto typu spo&itat i bez pouziti I’Hospitalova pravidla (n&-
kdy je to i vyhodné&;jsf). Podivejte se na ptiklady 6.34, 6.35, 6.36 a 6.42. Ve viech téchto
pfikladech jde o limity typu g. Typickym piikladem na limitu typu :—:t%, ktery fesime
bez pouZiti I’'Hospitalova pravidla, je limita raciondlni lomené funkce — viz ptiklad
6.39 a), b).
Piiklad 6.31. Vypodtéte nasledujici limity. @
. . . 5 .
a) xlgrlloo(e + x), b) xlillloo(e + x), c) xkr—i{loox arctg x,
|
d  lim ——o, e) lim (Vx24+1-x).
x—=>400 x< -1 xX——00
Resent.,
a) lim (¢ +x)= lim e + lim x = 400+ 00 = +00,
X—>+00 x—>—+00 x—>—+00
b) Iim (e*+x)= lim e+ lim x =0—-00= —oo0,
X—>—00 X—>—00 X—>—00 7t
¢) lim xarctgx = lim x- lim arctgx = 400 — = +o00,
x—>~400 X400 X400 2
) 1 1 1 1
d) lim 0,

x>+00x2 41 (+00)2+1  4oo+1 oo
e) lim (Vx24+1-x)=1/(—00)2 41— (—00) =

X—>—00

=400+ 14 00 =400+ 00 = +o0. A
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V piedchozich ptikladech jsme poé&itali limity v nevlastnich bodech. Nyni si uvedme
piiklad na vypocet limity ve vlastnim bodé€, v némZ neni funkce definovana.

1
Piiklad 6.32. Vypoctete lim — .
x—=0x

Reseni. VyuZijeme jiz zndmygch limit z pffkladu 6.28. Dostdvame

1 1
=0t X x>0t Xx x->0tXx
. 1 N
lim — = lim —- lim — = (—00) - (—00) = +00.

x—>0" x2 - =0 X x>0 X
Obg jednostranné limity se rovnaji, pivodn{ limita tedy existuje a je rovna +oc. Tedy

o1
lim - = 400.
x—0Xx A

B) Véta o limité funkci shodujicich se v prstencovém okoli bodu

Véta 6.33. Necht f a g jsou funkce a necht existuje prstencové okoli & (xy) bodu
' x0 € R* takové, Ze pro kaZdé x € P (xg) plati f(x) = g(x). Necht lim g(x) = A,
| x—=>Xx0

A € R*. Pak existuje lim f(x) a platf lim f(x) = A. |

xX—X0 X—> X0 |
Sta&i tedy najit jinou funkci g, jejiZ funkéni hodnoty se ve vSech bodech prstencového
okoli bodu x( shoduji s funkénimi hodnotami funkce f a jejiZ limitu umime vypocitat.
Pak se limity obou funkci rovnaji. K nalezeni funkce g vyuZijeme zndmych uprav vy-
raz(. Napfiklad u racionélni lomené funkce vyuZijeme rozkladu itatele i jmenovatele na
soudin a ndsledného kriceni, u zlomkd s odmocninami obvykle vyuZivame rozSifovani
gitatele i jmenovatele vhodnym vyrazem, u vyrazii s goniometrickymi funkcemi vyu-
#{vdme k tpravé zndmych vztahli pro goniometrické funkce atd. UkaZme si postup na
nasledujicich p¥ikladech.

2
Cooxe—1
Piiklad 6.34. Vypoctéte lim .
x—-1x41
v 2 e . . v v v ’
Resent. Oznadme f(x) = L. Chceme uréit limitu v bod€ xo = —1, v némZ nenf

funkce f definovana. Avsak pro x % —1 je
-1 _ (x+DG&x-1 _

= x —1.
x+1 x+1
PoloZme nyni g(x) = x — 1. Pro x # —1 plati f(x) = g(x). Funkce g je ale navic
definovand i pro x = —1 a je v tomto bodé€ spojitd. Dle véty 6.33 tedy dostdvame
2
—1
im X = lim =1 =—1-1=-2
=-1x4+1 x——1 A

|
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2
—1
@ Priklad 6.37. Vypoctéte jednostranné limity lim I |.

x—=1F x—1

ReSeni. Nejprve vypoéteme limitu zprava. Pfitom musime odstranit absolutni hodnotu
(v pravém okoli bodu 1 je vyraz v absolutni hodnot€ kladny):

1
lim —— = lIim = lim (x+1) =2.
x—=1t

Analogicky pro limitu zleva:

2 2
fim P L gy OO0 1= 2 a
x—=1- x —1 x—=1- x—1 x—1- —(1 —X) x—>1-
Nakonec si uvedme vyuziti véty pii vypoctu limit v nevlastnich bodech. Jedn4 se
o piipady, kdy nelze ihned vyuZit vétu 6.17, tj. pfimo dosadit, nebot’ bychom dostali
nedefinované vyrazy. Cilem je tedy ,,upravit” danou funkci tak, aby se pii vypoctu li-
mity z upravené funkce jiZ véta 6.17 pouZit dala. Pfitom nejc¢ast&j$i dpravou je vytykani
(u polynomi vét§inou vytykdme nejvy3$f mocninu, u lomené funkce nejvys$si mocninu ze
jmenovatele) nebo roziifovani vhodnym vyrazem.

@ Priklad 6.38. Vypoctéte liT (@nx" + @ x” T+ b ax + ap), kden e N,n 2 1,
X—>100 :
a, # 0.

ReSeni. Pokud by byly viechny koeficienty a, kladné, pak bychom s vyuZitim véty 6.17
dostali soucet kone€ného poctu 400 a vysledek by byl +oc. Obdobné pro viechna a,,
zépornd. V obecném piipade, kdy jsou nékteré koeficienty kladné a jiné zdporné, nestaci
vyuzit vétu 6.17.

V Z(c0) plati

Hm (anx" +ap1x" '+ - +aix+ag) = lim x" (a,, Tl R ST a_o)
x— 400 X—+00 X xh=1  xn
S vyuZitim véty 6.33 a faktu, Ze lim x" = +ooa lim —— =0,i=0,...,n—1,
x——+00 x—+oo xh—t
vyjde
lim (apx" + an 12" 4o+ a1x +ap) = +00(@n + 0+ -+ - +0) = +00 sgnay.
X—>-+00 .
Podobné pro x — —o0 je vysledek limity +oo(—1)" sgna,,. A
@ Piiklad 6.39. Vypoctéte limity
) i X —atl by lim 2 T3
a) lim ————, S N
x—+o0 2x2 +x-3 x—=>+00 \/3x4 — |
¢) lim x(vx2+9—+vx2-9).
X——00

i e
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Resent.

a) Z piikladu 6.38 vime, Ze o vysledku limity polynomu rozhoduje nejvy$s§i mocnina.
V nafem pifpadé x2 (v &itateli i ve jmenovateli). Jde tedy o limitu typu % . Vytkneme
nejvy$$i mocninu jmenovatele. Vyjde

A /
2 DL 2 1
—x+1 x°(1—=
lim Y ‘__,(v ,{lim ( 2
x——>+002_x2+x ——3‘i x'_l—-+oox2(2_|_%_ . ) T
o

= Jlim - 1 —3 = = —
x—>+4+0072 4 L o 24+0-3-0 2
wege - v . 1 1 _ . 1 _ 1 1 _
VyuZzili jsme toho, Ze x—lzr-}-loo I = Ts = Oa x—llr—i{loo = (_';00)2 =T =
2x2 43 2x2 43
b) Nyni jiZ budeme postupovat rychleji: lim e lim i =

S N o e TR W
xX—>+00 \/3)64_—1 A —>+00 \/x4( _xl4)
X2+ 3) ) . 24% 240 2 243
=, a1 T o1 VA0 B 3
2o d ] i
¢) U tohoto ptikladu nevyuZijeme vytykani (to by vedlo k nedefinovanému vyrazu oo - 0),
ale roz$ifovani.

lim x(v/x2+9— \/x2—9) =

X—>—00
. VX2+9—-Vx2—9 Jx24+9+4+Vx2-9
= lim x : =
X—>—00 1 \/x2+9—|-\/x2—9
. x24+9—(x2-9) _ 18x ix
= lim x = lim _
x=>=00 /x24 94 /x2 -9 x=-00/x2 494 /x2 974
; 18x —18 v E"afx]
= 1m - = = —J.
X——00 9 g 9 2
@(/1+2+1-%)
Vyuzili jsme faktu, Ze /x = |x| a pro zdpornd ¢isla (x — —o0) je |x| = —x. Proto je
u vysledku znaménko minus. A

v.55.C) Vita 0 sevieni = 7% o Ludy Lomiddd s (omabge V06w frlaasgodest )

| Véta 6.40. Nechr f, & h jsou funlztce a necht existuje prstencové okoli 5”'('x0) bodu
xo € R* takové, Ze pro kaZdé x € P (xg) plati g(x) £ f(x) < h(x). Necht li)m g(x) =
X—> X0

= lim h(x) = A, A € R*. Pak existuje lim f(x) aplati im f(x) = A.
xX—>Xxp X—>xQ

X—=>X0

Obsah véty je zfejmy z obrazku 6.13. JestliZze grafy funkci g, f a h leZi v okoli xg ,,nad
sebou‘ a hodnoty ,,horni“ a ,,dolni* funkce se bliZi ke stejnému ¢&islu, musf to platit i pro

,»prostfedni* funkci. VE&ta plati i pro jednostranné limity.
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Y y = h(x)
Y E— 7\ o Ly:f(x)
I \
/ i y = g(x)
u
|
|

0 Xo x
Obr. 6.13
Poznamka 6.41.
1. V pfipadg, Ze lim g(x) = 400, pak také limita ILm f(x) = +o0 a funkci 4 viibec
: xX—Xg xX—Xg

.nepotiebujeme.

2. V ptipadé, Ze lim h(x) = —oo, pak také limita lim f(x) = —oc a funkci g nepotfe-
x—XxQ X—>Xg
bujeme.

e L’—P' .
Pomoc{ pfedetiozi vty si nyni dokdZeme platnost nasledujici diileZité limity

sin x

: , -/
lim = 1. S0 ORCEEA.
x—>0 X s e, e WL

Tuto limitu budeme asto vyuZivat pii vypodtech dal§ich limit, je proto dobré si ji
zapamatovat. '
\ Diikaz. Uvazujme zatim jen x € (0, ). PouZijeme
Y C vétu 6.40, v nfZ zvolime f(x) = *1%. Musime nyni
najit vhodnou funkci g, ktera leZi ,,pod funkci f*,
a vhodnou funkci 4, kterd leZi ,,nad funkci f“ na
intervalu (0, ). Vyjdeme z obrézku 6.14.

Pfipomefime, Ze velikost dhlu je délka oblouku
jednotkové kruznice. Tedy oblouk AB m4 délku x.

X . Ddle z definice goniometrickych funkei mame:
18] COS X D A= (1’ 0) X

tgx
sinx

BD =sinx, OD=cosx, AC =tgx.

Obr. 6.14
Oznacéme
Py ....... obsah AODB, .
P obsah kruhové vyseée O AB,
Py ....... obsah AOAC.
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V.5 . D) Véta o limité soucinu ,,nulové* a ohranic¢ené funkce ( anctoit. V3. s,

Véta 6.43. Necht f, g jsou funkce a li_:m ?(x) = 0. Nechr exis_tuje prstencové |
xX—>Xxp

okoli P (xg) bodu xog € R* takové, Ze funkce g je na tomto okoli ohranicend. Pak
lim f(x)gx)=0.
X—XxQ

Pro jednoduchost budeme uZivat ndzvu véta o limité€ soucinu ,,nulové* a ohranicené

funkce, i kdyZ presn&j§i by bylo fikat vé&ta o soucinu ohrani¢ené funkce a funkce, jejiz
limita je nula.

1
@ Priklad 6.44. Vypodtéte lim x sin — .
x—0 X

Regeni. 1 kdy% limita lirr%) sin% neexistuje, zadana limita existuje, nebot’ limx = 0 a
x— x—=0

funkce g: y = sin % je ohraniCend (|sin %I < 1). TudiZ podle véty 6.43 je

\(.5‘.5‘.,

ot
P
[
Ty
- e d

lim x sin — = 0.
x—=0 X A
S ex2+x+l
@ Piiklad 6.45. Vypoltéte lim ————
X—>00 X
Reseni, Plati )
. coseX txl 1 2
lim ————— = lim —-cose® 7+l =0,
xX—>00 X X—>00 X
: 2 . v
nebot’ lim % = 0 a funkce g(x) = cose® T**! je ohraniCend. A

X—=>00

v.5¢. E) Vety o limité slozené funkce

Z hlediska praktickych vypocétii maji velky vyznam ndsledujici véty o limit& sloZené
funkce.

]”Véta 6.46. Necht xo € R*, A € R a necht plati
i) lim g(x) = A,
X—>Xg
i) funkce f je spojitd v bodé A.

Pak sloZend funkce f o g md v bodé xq limitu a plati

Jim f(g() = f(lim g()) = f(A).

Viimnéte si, Ze k platnosti véty o limité sloZené funkce nestad{ existence limit vnitini

a vn&j3i slozky. Je jesté tfeba, aby vn&jsi sloZzka byla spojita. Struéné fedeno, predchozi
véta Fik4, Ze s limitou je moZné ,,vejit” dovnitf sloZené funkce, je-li vn&jsi slozka spojita.
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> % 1t 5 . 1
Priklad 6.47. Vypoctéte lm}) cos | x“sin— | . @
X— X
Reseni. Jedna se o slozenou funkci. Vngjsi slozka (funkce kosinus) je spojitd viude a
limita vnitini sloZky existuje a je vlastni. Plati, Ze
.. 1
lim x“sin — = 0,
x—=0 X
nebot’ se jednd o limitu soudinu ,,nulové“ a ohraniené funkce. Tedy zadand limita
) 5 . 1 .. 1
lim cos { x“sin — | =cos | lim x“sin— ) = cos0 = 1. A
x—0 X x—0 X
Nyni si uvedeme jinou variantu véty o sloZené funkci, kterd nevyZaduje spojitost vnéjsi
funkce, ale zato klade dopliiujici podminku na vnitin{ funkci.
| Véta 6.48. Necht xo € R*, A, B € R* a necht plati
‘ i) lim g(x) = A,
X—>X0
ii) lim f(y) = B,
y—>A
‘ iii) existuje prstencové okoli P (xg) bodu xg takové, Ze pro kaidé x € P (x0) je
g(x) # A.
‘Pak Jim f(g(x)) =B. | )
Pozniamka 6.49. Uvédomte si, Ze v pfedchozi v&t& je predpoklad g(x) # A na néjakém
& (xo) velmi diileZity. UvaZujme napftiklad funkce g a f dané predpisy
1, y#0,
gx) =0, Jf) =
2006, y=0.
Plati lim g(x) = 0, lim f(y) = 1. Pfitom ale lim f(g(x)) = lim £(0) = lim 2006 =
x—0 y—0 x—0 x—>0 x—0
= 2006 # 1.
Piiklad 6.50. Vypoctéte limity @
in 5 J1 —1
a) lim b) lim -+ ¥~ 1
=0 X x=0 X
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Reseni.

a) Limitu nejprve upravime a pak pouZijeme vétu o sloZené funkci. Budeme chtit vyuZit
zndmé limity hn}) six —

in5 5x 5 in5 i
lmsm xzimsmx 3 5 lim sin x(i_)Slimsmy=5-1=5.
x—=0 X x—0 X 5 =0 Sx y—=>0 'y
Zdivodnéme rovnost (x): Oznaéme xg = 0, f(y) = i’;—y— kde y = g(x) = 5x. Dile
postupujme podle véty 6.48.

i) lim g(x) =1lim 5x =0 = A4,
xX—Xq x—0
sin
i) lim f(y) = lim =2 =1 = B,
y—>A y—0

iii) existuje Z?(0) takové, Ze pro kazdé x € F(0) plati g(x) = 5x # 0. (Je splnéno
pro kaZdé prstencové okoli bodu nula.)

Tedy podle véty 6.48 plati rovnost (x).
b) Obdobné jako v pfedchozim pfiklad€ dostdvame

. AT+x-1 ®)
lim li

x—0 X

y—1 .. y—1 . 1
m — = lim 5 =
=1y —1 y=1(y-DO*+y+1)
Zdivodnéme rovnost (x): Ozname xo = 0, f(y) =
(z toho x = y3 — 1) a postupujme podle véty 6.48.

i) lim J1+x=1,

-1
ii hm
i) im 57 =

1
lim ——— = —.
y—>1y24+y+1 3

«/ +x

1
3>
ii1) zrc:Jme pro kazdé x € R ~ {0} plati /T + x # 1. Tedy existuje Z2(0) takové

Ze pro kazdé x € Z2(0) plati g(x) = A Fx # 1. (Je opét splnéno pro kazdé
prstencové okol{ bodu nula.) A

Dile si uvedeme tvrzeni, jeZ plyne ihned z vét 6.46 a 6.48 o sloZenych funkcich
Pokuste se tento diisledek sami dokdzat.

Diisledek 6.51. Necht g je funkce a xg € R*. Pak

i) jestlize Iim g(x) = A, A € R, pak lim €8 = ¢4,

X—>Xp
ii) jestlize hm 2(x) = 400, pak lim &4 = 4oq,
X—>XQ
iii) jestliZe lnn g(x) = —o0, pak lim e¢® =0,
X—>X0

Pfedchozi disledek budeme Casto potiebovat pfi vypoctu limit tzv. exponencidlnich
vyrazii f (x)8®) (volng feteno, jde o vyrazy typu ,funkce na funkci®)
Pfitom, jsou-li f a g dvé funkce, pak

F(x)8®) = eg@Inf(x), je-li £(x) > 0. (6.2)
Fegl!

T
R
i

..EfL‘:-_';‘
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Pro limitu pak plati
lim fx)8® = lim et@ift _ , £r gl -mdly

X—=>X0 X—>Xp

Dale sta¢i urcit limitu vyrazu v exponentu, tj. xll)m g(x)In f(x), a vyuZit disledek 6.51.
X0

" / :
Piiklad 6.52. Vypodtéte limitu lim x 0. s Mﬁﬁl?’ ,7’««@,- { m} @
x>0t =
Resent. Vyraz v limit€ nejprve musime upravit.
llm x]nx — llm elnx-lnx
=07t x>0+

Nyni ur€ime limitu vyrazu v exponentu, tj.

Im Inx - Inx = (—00) - (—00) = +o00.

x—=07t
Pomoc{ disledku 6.51 dostavame

In Inx-Inx

lim x** = 1im+e = 4-c0. N
x—0t x—0
w.pU an ML f g et | Mg S lumix | ColGo) o,

L1m1ty, ktere jsme doposud p001ta11 byly vé&tSinou typu o’ f;o, 0 - co nebo 0o — oo.
VSechny tyto.typy se déle nau¢ime fesit i jinak — pom001 I’Hospitalova pravidla.

Zbyva ndm sezndmit se s poslednim typem limity ,,0“ S timto typem limity se budeme
déle setkdvat pom&rné ¢asto, v&nujme mu tedy dostatednou pozornost. Navic — tento typ
limity nelze fe§it I’Hospitalovym pravidlem.

13

v.5.1.0 F) Véta o limité typu

-
.
Sl

Feta 6.53. Necht f je funkce a necht existuje pravé prstencové okoli P (x0) bodu |
xo € R* takové, Ze pro kazdé x € P+ (xp) plati f(x) > 0 (resp. f(x) < 0). Necht
lim f(x) = 0. Pak plati lim f—]~ = 400 (resp. —00).

Lx—>x0 x—>x0

Analogicky pro levé prstencové okoli.

Pozniamka 6.54. Skute¢nost obsaZend v predchozi vé&t& se nékdy symbolicky zapisuje

takto:
] - + [13 i = 13
2 6: w ” 0_ o w '

Tuto v&tu vyuZivime predeviim k vypodtu limit lim &%)
X—>Xp f ( )

k € R~ {0}, a lim f(x) = 0. Vypolet zadané limity pak prcvedeme na vypocet
X—Xp

kde plati 11m g(x)

jednostrannych limit a vyuZijeme vétu 6.53
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@ Priklad 6.55. Vypoctéte limity

) 1 ) arctg x
a) lim , b) lim —, ¢) lim —TEX
x—=2+ x —2 x—nt sinx x—>00 arccotg x
x—ag'
4 —3 o« e . 2 23 ¥
ReSent. a) Limitu nejprve upravime a pak pouZijeme vétu 6.53.
. x . . 1
lim = lim x- lim

=2t x —2 x—2+ x—=2+tx —2 '

Ozname f(x) = x—2.Pak lim f(x) = lim (x —2) = 0. Déle vime, %e funkce f je
x—>2+ x—=2+

v pravém prstencovém okoli bodu 2 kladn4. Tedy podie véty 6.53 plati 1in21+ 5 =
X—>27T X —

= +o00. Celkem tedy

1
lim = lim x- lim =2 (+00) = +o0.
=2t X — 2 x—o2* =2t x —2

b) Budeme postupovat stejn€ jako v pfedchozim piikladg. Oznadme f(x) = sinx. Pak
lim+ fx) = lim+ sinx = 0. Déle vime, Ze funkce f je v dostate&n& malém pravém
X—T X—>T
prstencovém okoli bodu &t zédporna. Tedy podle véty 6.53 plati

. 1
Iim — = —o0.
x—7nt SInXx

¢) Limitu nejprve upravime

. arctg x . . 1
lim - = lim arctgx - lim - :
x—00 arccotgx  x—oo x—00 arccotg x

Oznafme f(x) = arccotgx. Pak xll>ngo fx) = lingo arccotgx = 0. Déle vime, Ze
X
funkce f je v levém prstencovém okoli (jiné ani nelze uvaZovat) bodu oo kladna. Tedy

podle véty 6.53 plati
t . 1
lim —tor lim arctgx - lim —— = E(-|—c>o) = +400.
x—>00 garccotgx  x—oo x—0o arccotgx 2

@ Priklad 6.56. Existuji-li ndsledujici limity, urete jejich hodnotu.

i 1 . cosx +1 3
a) lim So¥ 1 b) lim o T ¢) lim —— .
x—0cosx — 1 x—>-2 (x 4+ 2)2

x—0 sinx

Resent. a) Jedna se o limitu lim M, kde lim g(x) = lim (sinx + 1) = 1a lim f(x) =
x—0 S &) x—0 x—0 x—0

= lin%) sinx = 0. Abychom mohli pouZit v&tu 6.53, musime vySet¥it zvl4st’ obé jedno-
Xx—>

stranné limity:

sinx + 1

. . 1
= lim (sinx +1)- lim —— =1 lim —— = 400,
x—>0t

x—0t sinx x—0% sinx x—0+ sin x

(R



